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Zusammenfassung

Diese Arbeit prisentiert ein Verfahren zum Lésen von Textaufgaben, die lineare Glei-
chungen in einer Unbekannten einkleiden (Sekundarstufe I). Das Verfahren nutzt Ta-
bellen als vereinheitlichende Darstellungsform fiir Aufgaben aus sehr verschiedenen
Kontexten, um Wissenstransfer bei den Schiilern zu aktivieren. Die Abstraktion vom
Kontext zur algebraischen Struktur soll erleichtert werden, indem semantische und
syntaktische Ebene stéirker getrennt zu Tage treten.
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1 Einleitung

Textaufgaben kann man als das “Sorgenkind” der Schulmathematik bezeichnen, denn die-
ser Aufgabentyp bereitet traditionell den meisten Schiilern Schwierigkeiten, und in der
Fachdidaktik mangelt es an einer aussagekriftigen Diagnostik, um diesen effektiv entge-
gen zu wirken. Selbst fiir Schiiler, die den Formalismus der Algebra beherrschen, d. h.
Gleichungen 16sen konnen, stellt das Aufstellen eben dieser anhand eines Aufgabentextes
eine grosse Hiirde dar. Mit anderen Worten sind die Schwierigkeiten nicht allein inner-
mathematischer Natur, die allein mit einer Durchdringung des Variablenbegriffs behoben
wiren. Vielmehr sind viele Schiiler schon mit der Modellbildung, dem Uberfiihren der Re-
alsituation in eine mathematische Formulierung, iiberfordert. Dies ist umso irritierender
fiir den Didaktiker, als Schiiler Selbsteinschitzungen wie diese liefern: “Aber wenn Sie es
erkliiren, ist es klar!”! Gross ist seit dem “PISA-Schock” auch die Versuchung, die Wurzel
des Problems in der mangelnden Lesekompetenz zu sehen und den schwarzen Peter den
Deutschlehrern zuzuschieben.

Nach einer kurzen Darstellung der Antworten der Didaktik auf das Problem der Text-
aufgaben gehen wir auf den zentralen Begriff der Darstellungsform ein. Die in dieser Arbeit
vorgelegte Unterrichtseinheit nutzt die wenig beachtete Darstellungsform der Tabelle, um
die Mathematisierung verschiedener Textaufgaben einheitlich zu gestalten.

2 Bestehende didaktische Ansatze

Ein prominenter Ansatz ist die von G. Pdlya vorgeschlagene allgemeine Heuristik des Pro-
blemlosens [1]. Im Zwiegespriich leitet die Lehrperson den Gedankengang des Schiilers in
jene Richtung, die ihm ermdglicht, die korrekte Modellierung mit minimaler Anleitung zu
erreichen. Fragen wie “Was ist die Unbekannte? Was ist gegeben? Was ist die Bedingung?”
zielen auf die algebraische Formulierung ab, wiahrend andere auf l6sbare Teilprobleme oder
bekannte Variationen des Ausgangsproblems hinauslaufen.

Dem gegeniiber zu stellen ist die Lehrmeinung, dass Lernerfolg primér iiber Transfer-
leistungen erfolgt, und Schiiler daher am Besten von vorgelosten Musterbeispielen lernen
[2, 3, 4]. Wissenskonstruktion wiirde auch hier stattfinden, aber auf eine effizientere Art,
da sie den Schiilern das Wiederholen aller Irrtiimer der Mathematikgeschichte erspart.
Schliesslich kénnen nur so, also mit viel Anleitung, die Schiiler den rieseigen Erfahrungs-
schatz ansammeln, der zur Losekompetenz mathematischer Probleme nétig ist. Heuristische
Strategien konnen diesen nur aktivieren, aber nicht ersetzen.

Trotz dieser Kritik sei noch ein weiteres “minimal-invasives” Unterrichtskonzept ge-
nannt. Der Mathematiklehrer Dan Meyer [5, 6] vertritt die Meinung, dass Schiiler der
Mittelstufe durchaus in der Lage sind, Realsituationen aktiv zu mathematisieren — wenn
sie mit vereinten Kréften, also in Gruppen arbeiten und durch einen interessanten Kontext

taus eigener Erfahrung des Autors



motiviert sind. Seine Unterrichtssequenzen namens “Three-Act Math” sind grafisch anspre-
chend prisentierte Probleme (z. B. Fermiaufgaben) und jenseits des in vielen Schulbiichern
auftretenden “Pseudokontexts” eingekleideter Aufgaben.

3 Vielfalt der Darstellungsformen

Ein zentraler Begriff, der in der Formulierung der PISA-Kompetenzniveaus fiir Mathematik
[7] auftritt, ist jener der Darstellungsform:

N2: “...eine einzelne Darstellungsform verstehen.”
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N3: “Darstellungen verwenden und interpretieren, ...
N4: “Verschiedene Darstellungsformen wéhlen und integrieren. . .”

N5: “Mit geeigneten Darstellungsformen auf Situationen bezogenes Wissen an-
wenden, ...”

N6: “Zwischen verschiedenen Informationsquellen und Darstellungsformen Ver-
bindungen herstellen und sie flexibel aufeinander iibertragen.”

Es ist festzuhalten, dass

e ein mathematischer Sachverhalt auf verschiedene Weisen dargestellt werden kann,
und

e dass eine gute Darstellungsform viele anscheinend grundverschiedene Situationen ver-
einheitlicht représentiert.

Eine Vielfalt der Darstellungsformen ist ohne Zweifel der Modellbildung zutraglich. Auch
der Keim mancher Revolution in der Mathematik steckte im Wechsel der Darstellungsform,
z. B. ldutete Descartes’ Darstellung einer quadrierten Grosse als Strecke (y-Koordinate
der Funktion x ~ x2) anstatt als Fliche die Analysis ein. Schnell wird diese Vielfalt im
Unterricht nicht gepflegt, aus Furcht die Schiiler zu iiberfordern und in dem Bestreben,
den Fokus auf Standardverfahren zu lenken. Diese Strategie gerit bei Textaufgaben an
ihre Grenzen, denn fiir sie kann es kein “one size fits all” geben. Die Losekompetenz be-
steht gerade im selbststéindigen Ubergang von einer Darstellungsform (Text) in eine andere
(Arithmetik/Algebra).

Der Reflex zum Umformulieren mathematischer Probleme sollte durch entsprechenden
Aufgaben (z. B. Selbsterklarungsaufgaben) den Schiilern antrainiert werden, damit sie dar-
auf als aktive Kompetenz zuriickgreifen konnen. Neben den Ausgangsform (Text) und Ziel-
form (Gleichung/Rechnung) einer Textaufgabe gibt es noch weitere, die zur Uberfiihrung
der ersten in die zweite hilfreich sein kénnen. Beispiele:



Rechnung Nr. - 132

Datum: 08.12.2008

Tisch 1
Anz. Artikel Preis Gesamt !
2 Hefewsizen 2.80 7.80 1
1 Frichtesorbet 475 475

1 Lachsfilst .31 .31 E
Rechnungsbetrag 2166 €

Netto 18,20 €
Enthaltens MwSt.

19 %aus 2166€ = 346€

————

m-

Abbildung 1: Restaurantrechnung (Quelle: www.posbill.com)

abstrahiert sein

“Mach eine Zeichung!” riet schon Pdlya — diese muss nicht unbedingt geometrisch

Handgesten kénnen beim (Selbst-)Erklidren helfen
Kurznotationen der Textinformationen, inkl. Pfeilen o. .

Wortgleichungen, d. h. Gleichungen mit Wortern fiir gesuchte (oder bekannte) Grossen

4 Eine unterschitzte Darstellungsform: Tabellen

Betrachtet man eine Rechnung, wie sie z. B. in Restaurants ausgestellt wird (s. Abb. 1),
so fallt auf, dass eine ganze Reihe arithmetischer Verkniipfungen hier nicht explizit ausge-
schrieben, sondern durch rdumliche Lage ausgedriickt werden: in der ersten Zeile die Multi-
plikation 2-3,80 = 7,60 und in der letzten Spalte die Addition 7,60+ 4,75+ 9,31 = 21,66
(Summe nach links verriickt). Wiirden eine oder mehrere? der Angaben fehlen, konnten sie

leicht wieder rekonstruiert werden.

Die Darstellungsform der Tabelle kann auch auf andere Kontexte iibertragen werden.
Als Beispiel dienen die folgenden zwei Aufgaben, die rein arithmetisch l6sbar sind. In

%Bis zu 4, da es 4 arithmetische Verkniipfungen sind, 3 Multiplikationen und 1 Addition.



der ausgearbeiteten Unterrichtseinheit wird das Aufstellen von Gleichungen mit Hilfe der
Tabellenmethode illustriert.

4.1 Beispielaufgabe: Radfahrerin

FEine Radfahrerin bendtigt fiir den ersten Teil einer Strecke 15 min, wenn sie mit
einer Geschwindigkeit von 15 km/h fihrt. Berechne, wie schnell sie die zweite
Teilstrecke von 10 km Ldnge zuricklegen muss, damit ihre Durchschnittsge-
schwindigkeit fiir die ganze Strecke 22,5 km/h betrdgt.

Als Tabelle sieht dies so aus:

Zeit (h) Geschwindigkeit (km/h) Strecke (km)
erste Strecke: 0,25 24
zweite Strecke: ? 10
Gesamtstrecke: 22.5

In der Waagerechten gilt die Multiplikation s = vt, und in der ersten und dritten Spalte ad-
dieren sich die ersten beiden Eintriage zum dritten. Die Durchschnittsgeschwindigkeit 22,5
km /h findet ihren natiirlichen Platz zwischen Gesamtzeit und Gesamtstrecke, da sie einfach
das Verhiltnis dieser beiden Grossen ist. Ein hdufiger Schiilerfehler ist, die Geschwindigkei-
ten zu addieren, hier kann er thematisiert werden. Die Additivitit in den dusseren Spalten
kann z. B. durch Summenstriche hervorgehoben werden.

Nun kann die Tabelle in mehreren Schritten vervollstandigt werden:

Zeit (h) Geschwindigkeit (km/h) Strecke (km)
erste Strecke: 0,25 24 1)
zweite Strecke: 4) ®) 10
Gesamtstrecke: 3) 225 (2)



Dem gegeniiber zu stellen ist die Losung in ausgeschriebenen arithmetischen Schritten,
deren Reihenfolge vielen Schiilern als “wie vom Himmel gefallen” erscheint. In der Tat ent-
scheidet sich jede niichste arithmetische Operation anhand der zu diesem Zeitpunkt schon
bekannten Grossen, deren Anzahl von 4 auf 9 anwéchst. Da kann selbst eine Lehrperson
schnell den Uberblick verlieren. In der Tabelle haben alle Grissen ihren Platz und jederzeit
ist ersichtlich, welche Grosse als néichste berechnet werden kann: Multiplikation/Division
in den Zeilen, Addition/Subtraktion in den dusseren Spalten.

4.2 Beispielaufgabe: Klarwerk

Die Zuleitung eines Klirwerks kann das Klirbecken (2000 Kubikmeter Volu-
men) in 50 min ganz fillen. Es wird eine zweite Zuleitung gebaut, die doppelt
so viel Abwasser pro Minute fiihrt. Wie schnell fiillen beide Zuleitungen zusam-
men das Klirbecken?

Als Tabelle kann die Situation so dargestellt werden:

Zeit (min) Debit (m3/min) Volumen (m?)
erste Leitung: 50 2000
2
zweite Leitung: 2000
beide Leitungen zusammen: ? 2000

Auch hier gilt in der Waagerechten Multiplikativitat, und in der Senkrechten Additivitét,
diesmal in der zweiten Spalte. Der hiufige Schiilerfehler, die Zeiten zu addieren, folgt
der bei Aufgabe 1 erlangten Anschauung und sollte thematisiert werden. Der wesentliche
Unterschied, namlich was hier die additive Grosse ist, springt in der Tabellendarstellung
besonders gut ins Auge.

Zu beachten ist das dreimalige Vorkommen der Zahl 2000 in der dritten Spalte. Das
liegt daran, dass ein und derselbse Vorgang (Fiillen des Beckens) auf drei verschiedene
Arten bewerkstelligt wird (mit Leitung 1, Leitung 2 oder beiden zusammen). Auch wurde
eine Information aus dem Text als Pfeil zwischen Tabellenzellen dargestellt.

Vervollstandigen der Tabelle:



erste Leitung:

zweite Leitung:

beide Leitungen zusammen:

Zeit (min)

Debit (m?/min)

50

16,6 min®

Volumen (m?)

2000

2000

2000



5 Ausgearbeitete Unterrichtseinheit

Die Tabellendarstellung wird behutsam eingefiihrt, zunéichst an erfahrungsgeméss anschau-
lichen Kontexten wir Preisen und Gewichten und auch nur mit einer additiven Spalte.
Einige der ersten Aufgaben sind fiir die meisten Schiiler der Sekundarstufe I sicher trivi-
al, d. h. sie konnen die nétigen arithmetischen Schritte auch ohne die Tabelle finden und
durchfithren. Daher ist es ratsam, bei der Durchfithrung der Einheit mit der ersten “nicht
trivialen” Aufgabe einzusteigen, d. h. derjenigen, bei der es anfingt uniibersichtlich zu wer-
den (z. B. Aufgabe 3 fiir eine 1. Sek, Aufgabe 6 fiir eine 3. Sek A). Mit den iibersprungenen
Aufgaben konnen leistungsschwache Schiilern beauftragt werden.

Mit fortschreitender Komplexitidt werden auch unvertrautere Kontexte eingefiihrt. Die
Entsprechung zu den Grossen der einfacheren Kontexte sticht in der Tabellendarstellung
besonders ins Auge und damit den Transferprozess unterstiitzen.

5.1 Tabellen mit einer additiven Spalte

Zunéchst sollen die Rechenregeln fiir 3 x 3-Tabellen vorgestellt und geiibt werden:

1. Du hast von deiner Tante eine Fiinfziger-Note zum Geburtstag geschenkt bekommen
und lidst drei Kollegen ins Kino ein. Die Karten kosten 9,50 CHF pro Person. Du
tiberlegst, noch ein Getrdink fiir jeden zu kaufen. Wie viel diirfen die Getrinke pro
Flasche hichstens kosten, damit dein Geld reicht?

Anzahl Stiickpreis (CHF) Preis (CHF)
Kinokarten: 4 9,50
Getréanke: 4 ?
Gesamtpreis: 50

Diese Aufgabe kénnen die Schiiler zunéchst selbst 16sen. Thre Losung wird von einem
Schiiler an der Tafel vorgestellt. im Anschluss présentiert der Lehrer die Tabelle und
zeigt das Losungsverfahren daran. Die Zwischenerergebnisse der Schiiler erscheinen
in der Tabelle. Am Ende sind alle Grossen an der Tafel, einerseits im Losungsweg
des Schiilers, andererseits in der Tabelle. In der Tabelle ist ihre jeweilige Rolle jedoch
farblich festgehalten (gegeben, gesucht, ).

Die néchsten beiden Aufgaben sind zum Selberlésen, die Besprechung fillt kiirzer
aus. Die erste Aufgabe behélt den Kontext, variiert aber die gegebenen Grossen. Die



zweite Aufgabe variiert den Kontext, hier findet Transfer statt. Der Tabellenkopf ist
aber noch gegeben.

. Du hast wieder 50 CHF geschenkt bekommen und lddst davon wieder Kollegen ins
Kino ein. Die Karten kosten diesmal 13,50 CHF, deshalb kannst du nur zwei Kolle-
gen einladen. Vom Restgeld kaufst du noch ein paar Chips (70g-Tiite zum Preis von
1,90 CHF'). Wie viele Chipstiiten kannst du noch kaufen?

Bediene dich beim Lésen dieser Tabelle:

Anzahl Stiickpreis (CHF) Preis (CHF)
Karten: 3 13,50
Chipstiiten: ? 1,90
Gesamtpreis: 50

Variante: Was dndert sich in der Tabelle, wenn die Chips statt 1,90 CHF neu
2,50 CHF kosten? Wie ist das zu interpretieren?

Diese Variante schiirft den Blick fiir die Fortpflanzung von Anderungen, was bei
der Fehlersuche hilfreich ist. Sie geht auf die Tatsache ein, dass viele Textaufgaben
unrealistisch genau aufgehen und sensibilisiert fiir die Feinheiten der Interpretation
von Rechenergebnissen (auf- oder abrunden?).

. Bei einem Umzug sind 1300 kg zu transportieren. Zur Verfiigung steht aber nur ein
kleines Auto, das mit mazximal 200 kg belastbar ist. Deshalb soll zusdtzlich ein Trans-
porter gemietet werden. Wieviel Ladegewicht muss der Transporter haben, damit der
Umzug in zwei Runden pro Auto zu schaffen ist?

Bediene dich beim Lésen dieser Tabelle:
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Anzahl Fahrten Ladung pro Fahrt (kg) transportierte Ladung (kg)

Auto:

Transporter:

Gesamtladung:

4. Der grisste verfiighare Transporter kann doch nur mit mazx. 500 kg beladen werden.
Ausserdem kann mit dem kleinen Auto doch nur eine Runde gefahren werden, da es
einem Kollegen gehort und er es danach braucht. Wie viele Runden missen daher
mit dem Transporter gefahren werden?

Noch eine Selbsterkldrungsaufgabe.

5. Uberlege dir eine Geschichte zu dieser Tabelle:

Anzahl Stiickpreis (CHF) Preis (CHF)
Produkt 1: ? 18
Produkt 2: 4 13
Gesamtpreis: 150

FErzihle die Geschichte zu Ende.

5.2 Tabellen mit zwei additiven Spalten

Zunichst eine Aufgabe im vertrauten Kontext. Sie wird ohne vorherige Eigenarbeit
im Plenum gel6st.

6. Fine Gruppe von 55 Personen unternimmt eine Bahnfahrt. Das Billet fiir eine Person
kostet 84 CHF, mit Halbtax nur die Hdilfte. Wenn 15 Personen in der Gruppe ein
Halbtax haben, wieviel kostet die Fahrt fir alle zusammen?
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Anzahl Personen Einzelpreis (CHF /Person) Preis (CHF)

mit Halbtax: 15
T 2
ohne Halbtax: 84
gesamt: 55 ?

Nun wird Additivitdt in der ersten Spalte eingefiihrt. Die Textzeile in der untersten
Zeile ist nach links gewandert, um Platz fiir eine neue Zelle zu machen (Gesamtzahl
Personen). Die Additivitdt kann durch Summenstriche hervorgehoben werden. Es ist
ratsam, diese (zunéchst) nicht zu einem einzigen langen Strich zusammenzufiihren,
da in der mittleren Spalte nicht addiert wird.

Die meisten Schiiler werden in die Zelle “Einzelpreis mit Halbtax” gleich 42 schreiben.
In der Musterlosung bietet sich aber die Einfiihrung der Pfeilnotation als Vorberei-
tung auf komplexere Aufgaben an.

Die nichste Aufgabe {ibt in einem leicht geéinderten Kontext, die nichste in einem
ganzlich anderen. Dafiir ist wieder der Tabellenkopf als Hilfestellung gegeben.

. Du planst eine 10tigige Urlaubsreise (9 Ubernachtungen). Drei Nichte méchtest du
in Ort A verbringen, den Rest in Ort B. In Ort B kostet die Ubernachtung in der
Herberge 44 CHF pro Nacht, fiir Ort A hst du noch keine Logis herausgesucht. Wenn
dein Budget fiir die Reise 950 CHF betrdgt (davon 500 CHF fir die Bahnreise und
Taschengeld), wieviel darf die Herberge in Ort A pro Nacht hichstens kosten?

. Eine Radfahrerin bendtigt fiir den ersten Teil einer Strecke 15 min, wenn sie mit einer
Geschwindigkeit von 15 km/h fihrt. Berechne, wie schnell sie die zweite Teilstrecke
von 10 km Linge zuriicklegen muss, damit ihre Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die
ganze Strecke 22,5 km/h betrigt.

12



Zeit (h) Geschwindigkeit (km/h) Strecke (km)

erste Strecke:
zweite Strecke:

Gesamtstrecke:
Eine Aufgabe mit einfacherem Kontext zum Anregen der Metakognition.

“Fin Handwerker geht in einen Baumarkt, um Ziegel und Sand zu kaufen. Von den
Ziegeln bendtigt er 50 kg, vom billigen Sand bedeutend mehr, wie viel genau kann
er noch nicht abschdtzen. Deshalb beschliesst er, so viel Sand mitzunehmen, wie er
neben den Ziegeln von den 200 CHF, die er bei sich hat, kaufen kann. Wie viel kg
Sand sind das, wenn die Ziegel 3,50 CHF pro kg kosten und der Sand 20 Rappen pro
kg?”

Zum Lésen dieser Aufgabe hat jemand angefangen, diese Tabelle zu erstellen:

Ziegel Sand
Kilopreis (CHF): 6 0,20
Kilogramm: 50 ?

Plotzlich zdgert er. Was hat er “falsch” gemacht? Wie konnte er die Aufgabe mit
dieser Tabelle fertig losen, ohne von Neuem beginnen zu miissen?

5.3 Tabellen mit gewichtetem Mittelwert

Nun kénnen Mischungsprobleme behandelt werden. An einem intuitiv gewédhlten Bei-
spiel wird die Bedeutung der letzten Zelle (3. Zeile, 2. Spalte) erarbeitet. Zwar gilt
Multiplikativitét in der 3. Zeile, aber keine Additivitit in der mittleren Spalte. Dieses
Caveat sollte an mehreren Kontexten studiert werden.

Die néchste Aufgabe ist der Einstieg. Sie wird im Plenum gel6st. Beachte den erneuten
Einsatz der Pfeilnotation.
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10. Karl findet Coca Cola (Zuckergehalt 106 g/1) zu siiss, deshalb mischt er immer etwas
Orangensaft (Zuckergehalt 70 g/l). So mischt er 50 ml Orangensaft in die dreifache
Menge Coca Cola. Wie hoch ist der Zuckergehalt (in g/1) der Mischung?

Menge (1) Zuckergehalt (g/1) Zuckermenge (g)
Coca Cola: 106
3
Orangensaft: 0,05 70

Mischung:

Eine sich zwanglos daraus ergebende Variante ist folgende:

11. Karl hat Coke Zero fiir sich entdeckt. Schmeckt wie normale Cola, enthdlt aber keinen
Zucker. Wieviel ml Coke Zero muss er zu 200 ml Coca Cola mischen, damit der
Zuckergehalt der Mischung 50 g/l ist?

Da Coke Zero iiberhaupt keinen Zucker enthéilt, ist die Aufgabe auch ohne Unbe-
kannte 16sbar. Bevor wir zu Tabellen mit Gleichheitsbeziehungen und zum Rechnen
mit Unbekannten iibergehen, wird der gewichtete Mittelwert in einigen weiteren Kon-
texten geiibt.

12. (aus [8]) Im Kaffeegeschift werden 15 kg der Sorte A zu 24,20 CHF /kg mit 10,5 CHF
der Sorte B zu 20,80 CHF /kg gemischt. Wie viel kostet 1 kg dieser Mischung?

13. (aus [8]) Ein Confiseur mischt 4 kg Pralinés zu 66,55 CHF /kg mit 3,5 kg zu 94,60 CHF /kg
und 5 kg zu 86,80 CHF /kqg. Wie teuer miissen 100 g dieser Mischung verkauft wer-
den?

Insbesondere bei Geschwindigkeitsaufgaben werden Strecke und Geschwindigkeit ger-
ne verwechselt, und letztere dadurch falschlicherweise addiert. Diese Selbsterklarungsaufgabe
dient dem Uberwinden dieses Fehlkonzepts.

14. Lies die folgende Aufgabe.

Ein Marathonldufer ist wihrend der ersten 125 min des Rennens mit durch-
schnittlich 18,5 km/h gelaufen. Beim Endspurt legt er einen Zahn zu, so
dass er nach weiteren 9 min 8 s ins Ziel lduft. Damit ist er seine beste
Durchschnittsgeschwindigkeit von 18,87 km/h gelaufen. Wie schnell war er
beim Endspurt und wie lang ist die Marathonstrecke?
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Esther hat die Aufgabe so geldost: “Zuerst rechne ich die Zeiten in Stunden um: 125
min= % h= 2,083 h und 9 min 8 s= % h—i—ﬁ h= % h= 0,152 h. Dann erstelle
ich die Tabelle:

Zeit (h) Geschwindigkeit (km/h) Strecke (km)
erste Etappe: 2,083 18,5
Endspurt: 0,152 ?
gesamtes Rennen: 18,87 ?
und vervollstindige:
Zeit (h) Geschwindigkeit (km/h) Strecke (km)
erste Etappe: 2,083 18,5
Endspurt: 0,152
gesamtes Rennen: 18,87
Die Durchschnittsgeschwindigkeit beim Endspurt betrdgt , und der Laufer
18t insgesamt gelaufen.”

Kann das stimmen? Wie wiirdest du Fsther die Aufgabe erkldren?

15. (aus [8]) 50 g konzentrierter Salzsiurelosung (90 % Konzentration) werden mit 200 g
einer verdinnten Lésung (15 % Konzentration) gemischt. Weil die Konzentration
immer noch zu hoch ist, wird diese Mischung mit Wasser verdiinnt. Wie viel Wasser
st beizumischen, um eine Konzentration von 5 % zu erreichen?

5.4 Tabellen mit Gleichheitsbeziehungen
Die folgende Aufgabe wird im Plenum eingefiihrt. Das Eintragen der gegebenen

Grossen wird zusammen getan (hier geschieht etwas Neues), das Vervollstindigen
der Tabelle kénnen die Schiiler dann selbst tun.
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16. Die Zuleitung eines Kldarwerks kann das Kldrbecken (2000 Kubikmeter Volumen) in
50 min ganz fillen. Es wird eine zweite Zuleitung gebaut, die doppelt so viel Abwasser
pro Minute fihrt. Wie schnell fillen beide Zuleitungen zusammen das Kldrbecken?

Zeit (min) Debit (m?/min) Volumen (m?)
erste Leitung: 50 2000
2
zweite Leitung: 2000
beide Leitungen zusammen: ? 2000

Diese Aufgabe ist in zwei Punkten wesentlich verschieden von den bisherigen: diesmal
ist die Flussgrésse (Debit) additiv (2. Spalte) und in der 3. Spalte gilt nicht Addi-
tivitéit, sondern Gleichheit. Das liegt daran, dass ein und derselbse Vorgang (Fiillen
des Beckens) auf drei verschiedene Arten bewerkstelligt wird (mit Leitung 1, Leitung
2 oder beiden zusammen).

Beachte auch die erneute Verwendung der Pfeilnotation. Sie ist hier unentbehrlich,
da der Pfeil zwischen zwei anfangs unbestimmten Zellen liegt, und bereitet auf das
Vervollstdndigen mit Unbekannten vor.

Die nédchste Aufgabe ist zum Selbstlosen.

17. Ein Fussballstadion wird um einen neuen Ausgang erweitert. Mit dem alten Ausgang
dauerte es durchschnittlich 44 Minuten, bis sich das vollbesetzte Stadion (22 000 Fuss-
ballfans) geleert hatte. Der neue, breitere Ausgang kann das Stadion allein in der
Hilfte der Zeit leeren. Wie lange dauert die FEvakuierung, wenn beide Ausgdinge
gedffnet sind?

Die folgende Aufgabe ist #hnlich, jedoch scheint hier eine wesentliche Angabe bzw.
Einheit zu fehlen.

18. Anna schafft einen Arbeitsauftrag in 5 h, Berta denselben in 3 h. Wie lange bendtigen
sie, wenn sie zusammen arbeiten?
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19.

20.

Zeit (h) Arbeitsgeschw. (Einheit?) Arbeitsmenge (Einheit?)

Anna: 5
Berta: 3
beide zusammen: ?

Im Vergleich zu den letzten beiden Aufgaben fehlt hier eine scheinbar wesentliche
Angabe: was fiir eine Arbeit, insbes. welche Arbeitsmenge, wird verrichtet? Wie sich
herausstellt, ist dies fiir das Endergebnis irrelevant und man kann die Arbeitsmenge
einfach mit 1 (oder anschaulicher 100%) beziffern. Die Aufgabe besitzt also eine
Skalensymmetrie.

Die néchste Aufgabe fiihrt die Bedeutung negativer Flussgrossen ein.

FEin Schwimmbecken kann in 45 min ganz gefillt werden und in 50 min ganz geleert
werden. Wie lange dauert das Fiillen, wenn vergessen wird, den Abfluss zu schliessen?

Dieser Aufgabe fehlt auch wieder die Angabe des Volumens. Sie 16st sich genau wie
Aufgabe 2 inkl. der Moral aus Aufgabe 3, mit dem einen Unterschied, dass sich die
Fiillgeschwindigkeiten subtrahieren (bzw. Addition einer positiven und einer negati-
ven Fiillgeschwindigkeit).

5.5 Tabellen mit Unbekannten
5.5.1 Gleichung iiber Gleichheitsbeziehung

Nun kommt ein grosser konzeptueller Schritt. Die Schiiler werden mit einer mit der
Tabellenmethode scheinbar unlésbaren Aufgabe konfrontiert.

FEine Treppe hat 40 Stufen. Wiirde jede Stufe um 2,4 cm hoher gebaut, kinnten 5
Stufen eingespart werden. Wie hoch ist die Treppe?

Hier gibt es zwei additive Grossen: “Anzahl Stufen” und “Hohe der Treppe in cm”.
Die Rolle der Flussgrosse nimmt hier die Stufenhohe (Einheit: cm/Stufe) ein. Des
Weiteren werden die zwei Moglichkeiten nicht addiert, sondern nur verglichen. In
Vorbereitung darauf wird die Angabe, dass beide Treppenvarianten gleich hoch sind,
in der dritten Spalte notiert.

17



Anzahl Stufen Stufenhshe (cm/Stufe) Treppenhohe (cm)

kleine Stufen: 40 ?
—sl +2,4 —1
grosse Stufen: ?

Hier stossen wir auf eine Schwierigkeit: wir scheinen zu wenig Angaben zu haben, um
weiterrechnen zu koénnen. Das Problem ist, dass sich uns vier leere Felder in einem
“Karree” présentieren. Hier kann man nicht umhin, eine Unbekannte einzufiihren.
Die Tabellenmethode fithrt dann zum Aufstellen einer Gleichung, wobei drei Aufga-
bentypen zu unterscheiden sind. Dies ist der erste Typ. Wir wihlen die Unbekannte
“z: Hohe einer kleinen Stufe in cm”.

Anzahl Stufen Stufenhshe (cm/Stufe) Treppenhshe (cm)
kleine Stufen: 40 T ?
—sl +2,4 1
grosse Stufen: ?

Und vervollstdndigen:

Anzahl Stufen Stufenhohe (cm/Stufe) Treppenhohe (cm)
kleine Stufen: 40 x 102
5l +2.4J _I
grosse Stufen: ?
Anzahl Stufen Stufenhshe (cm/Stufe) Treppenhohe (cm)
kleine Stufen: 40 T 10x
[ ]
grosse Stufen: r+24 ?
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21.

22.

23.

Anzahl Stufen Stufenhohe (cm/Stufe) Treppenhohe (cm)

kleine Stufen: 40 x 40x
-5 +2,4 —I
grosse Stufen: x+ 24 35(x +2,4)

Die Gleichung steht schon vollstandig in der Tabelle. Hier sticht auch der Vorteil der
Pfeilnotation ins Auge. Die Schiiler sollten in der Lage sein, hier an ihr Vorwissen
anzukniipfen und die Gleichung mittels algebraischer Umformungen zu losen.

Zwei Aufgaben zum Selbstlosen.

Schon mit einem Glas Orangensaft (250 ml) ist der Tagesbedarf an Vitamin C eines
gesunden Erwachsenen gedeckt. Grapefruitsaft enthdlt 44 mg/l weniger Vitamin C,
wer damit seinen Tagesbedarf decken will, sollte sich ein etwas grisseres Glas (280 ml)
einschenken. Wie viel Vitamin C braucht denn nun der Mensch am Tag?

Herr H. spart fiir eine grosse Ferienreise. Er denkt sich: “Im Moment kann ich jeden
Monat 350 CHF beiseite legen. Wenn ich aber bei meinem Chef eine Gehaltserhohung
von 240 CHF durchboze, kann ich 4 Monate friher auf Reisen gehen.” In wieviel
Monaten wdire das, und was kostet die Reise?

5.5.2 Gleichung iiber Additionsbeziehung

Diese Aufgabe dient dem Einfiihren einer weiteren Art, eine Gleichung aus einer Ta-
belle aufzustellen. Die meisten Schiiler sollten keine Schwierigkeiten haben, von selbst
darauf zu kommen, da sie mittlerweile genug Reflexe zum Vervollstindigen (auch mit
Unbekannten) haben sollten, um sich durch das Fehlen einer Gleichheitsbeziehung
nicht aufhalten zu lassen.

Ein Vermdgen von 920000 CHF wird in zwei Teilen angelegt: der erste zu 1,25%
Zinsen, der zweite zu 2,75%. Nach einem Jahr ist das Vermégen auf 940200 CHF
angewachsen. Wie wurde das Vermdgen aufgeteilt?
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Betrag (CHF) Zinssatz (%) Profit (CHF)

Anteil 1: ? 1,25
Anteil 2: ? 2,75
gesamt: 920000 20200

Hier wurde der Gesamtprofit von 20 200 CHF schon im Voraus berechnet. Gerechnet
wird wieder mit Dreisatz in den Zeilen und Addition/Subtraktion in der ersten und
dritten Spalte (typischer Schiilerfehler: Additivitdt der Zinssétze). Wieder erscheint
ein Karree aus leeren Feldern. Wir wihlen die Unbekannte “x: Anteil 1 in CHF”.

Betrag (CHF) Zinssatz (%) Profit (CHF)
Anteil 1: x 1,25
Anteil 2: ? 2,75
gesamt: 920000 20200

Und vervollsténdigen:

Betrag (CHF) Zinssatz (%) Profit (CHF)

Anteil 1: x 1,25 0,0125z
Anteil 2: ? 2,75
gesamt: 920000 20200
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Betrag (CHF)

Zinssatz (%)

Profit (CHF)

Anteil 1: x 1,25 0,0125z
Anteil 2: 920000 — x 2,75
gesamt: 920000 20200
Betrag (CHF) Zinssatz (%) Profit (CHF)
Anteil 1: x 1,25 0,0125z
Anteil 2: 920000 — x 2,75 0,0275(920 000 — x)
gesamt: 920000 20200

Die Gleichung ergibt sich aus den Termen in der dritten Spalte:
0,01252 + 0,0275(920 000 — =) = 20 200.

Dies ist die zweite Art, eine Gleichung aufzustellen: zwei von der Unbekannten abhéngige
Eintrage addieren sich zu einer bekannten Grosse. Interessanterweise lésst sich die
Aufgabe auch ohne Unbekannte 16sen, sobald man sieht, dass der Investitionsplan
“Anteil 1 zu 1,25 % und Anteil 2 zu 2,75 %” identisch ist zum Plan “Die gesamten
920000 CHF zu 1,25 % sowie Anteil 2 zu zusétzlichen 1,5 %.”3 Der zweite Anteil
ergibt sich dann zu (20200 — 0,0125 - 920 000) : 0,015 = 580000 CHF'.

Zwei weitere Aufgaben zum Selbstlosen.

3Natiirlich sollte nur in Gedanken ein und derselbe Anteil doppelt investiert werden.
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24.

25.

26.

Der franzdsische Schnellzug TGV fihrt die 495 km lange Strecke Paris—London in
drei Abschnitten:

Streckenabschnitt ‘ Zeit

Paris—Calais 80 min
Calais—Ashford (Eurotunnel) | 24 min
Ashford-London 30 min

Dabei fihrt er zwischen Paris und Calais 70 km/h schneller als auf dem Rest der
Strecke. Wie wviel betrigt diese Hochstgeschwindigkeit, und wie lang sind die drei
Streckenabschnitte?

Bei einem 25-Kilometer-Rennen sprintet ein unerfahrener Ldufer allen voran, bis er
nach 5 km aus der Puste kommt und nur noch halb so schnell laufen kann. Er hdlt
dieses Tempo fiir den Rest des Rennens und lduft nach insgesamt 90 min ins Zeil
ein. Wie schnell ist er anfangs gelaufen?

Hinweis: Diese Aufgabe liefert bei jeder Wahl der Unbekannten x keine lineare

Gleichung in z, jedoch wird sie linear in % sein und damit fiir die Schiiler l6sbar.

5.5.3 Gleichung iiber Doppelbestimmung

Wenn die Coke Zero in Aufgabe 11 nicht komplett zuckerlos wire, hitten die Schiiler
die Aufgabe nicht mit den bis dahin zur Verfiigung stehenden Mitteln 16sen konnen.
Wenn Karl sich wieder fragt, wie viel Orangensaft er beizumischen hat, um 50 g/1
Zuckergehalt zu erhalten, kann die Aufgabe durch das Setzen einer Unbekannten
gelost werden:

Karl mischt seine Cola wieder mit Orangensaft. Wie viel Orangensaft (Zuckergehalt
70 g/1) muss er zu 200 ml Cola (Zuckergehalt 106 g/1) mischen, damit der Zucker-
gehalt der Mischung 50 g/ ist?

Diese Aufgabe empfiehlt sich zum Lésen im Plenum, da das Aufstellen der Gleichung
hier etwas speziell ist.

Menge (1) Zuckergehalt (g/1) Zuckermenge (g)
Coca Cola: 0,2 106
Orangensaft: 70
Mischung: 50
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Setzen der Unbekannten “z: Menge des beigefiigten Orangensafts in Liter” und ver-
vollstéandigen liefert:

Menge (1) Zuckergehalt (g/1) Zuckermenge (g)
Coca Cola: 0,2 106
Orangensaft: T 70 702
Mischung: x + 0,2 50 >

Die letzte Zelle (Gesamtzuckergehalt) ist auf zwei Arten aus x bestimmt: einerseits
als + 702 und anderseits als 50(x + 0,2). Dies ergibt die Gleichung der Aufgabe
und illustriert die dritte Moglichkeit, eine Gleichung aufzustellen: eine leere Zelle auf
zwei verschiedene Arten aus der Unbekannten zu ermitteln.

Eine Aufgabe zum Selbstlosen, in einem sehr dhnlichen Kontext. Zur Hilfestellung
kann die Wahl der Unbekannten “x: Menge Amaretto in cl” vorgegeben werden.

27. Ein Cocktail besteht aus 4 cl Wodka (40% Alkoholgehalt), 10 cl Orangensaft und
einem Schuss Amaretto (28%ig). Wie gross muss der Schuss sein, damit der Ge-
samtalkoholgehalt 12% mnicht iibersteigt?

28. Was bestimmdt, ob ein Korper im Wasser schwimmt oder sinkt? Es ist das Verhdltnis
seines Gewichts zu seinem Volumen, also seine durchschnittliche Dichte. Ist sie grosser
als die von Wasser (1 kg/dm?), so sinkt der Korper, ansonsten treibt ihn der Auftrieb
nach oben. Der menschliche Kirper hat eine durchschnittliche Dichte von 1,01 kg/dm3,
diese kann aber durch Einatmen kleiner als die von Wasser gemacht werden (Luft-
dichte: 1,2 g/dm?). Wie viel Liter Luft muss eine 65 kg schwere Person einatmen,
um nicht zu sinken?
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6 Schluss

Nach wie vor sollte die Tabelle nur eine Darstellungsform unter vielen sein, die der Schiiler
selbststandig einsetzen kann. Welche Darstellungsform zum Loseerfolg fiihrt, hingt fast
unvorhersehbar vom Schiiler und der Aufgabe ab. Sicher ist die Tabellenmethode nicht
der einzig wahre Weg, und sie kann auch zuerst Verwirrung stiften. In der Erfahrung des
Autors, so weit er sie im Unterricht angewendet hat, konnen die meisten Schiiler Subtypen
von Tabellen auf enger gefasste Aufgabentypen erfolgreich anwenden. Es besteht aber nach
wie vor ein “Klammern an Losungsschemata”, ohne das vereinheitlichende Prinzip in Génze
zu erfassen.

Die grosse Hiirde verlagert sich auf das Erstellen der Tabellenktpfe, in denen die se-
mantische Ebene der Aufgabe konzentriert erscheint. Das Vorgehen bei diesem Schritt ist
dhnlich schwer zu erklaren wie dasjenige beim Losen von Textaufgaben allgemein, da es auf
Erfahrungswerte zuriickgreift, die sich die Schiiler immer noch in langwieriger Eigenarbeit
aneignen miissen. Ein Geheimrezept ist die Tabellenmethode daher noch lange nicht.

Komplexere Probleme kénnen mit ihr nicht mehr gelost werden. Einige nichtlinear Glei-
chungen (der Form £ + Zic = d) kénnen noch mit ihrer Hilfe aus Textaufgaben extrahiert
werden, dariiber hinaus stosst sie aber an ihre Grenzen. Sicher kann das Prinzip der Tabelle
jedoch auf jeder Stufe der Schulmathematik (und Hochschulmathematik) genutzt werden.
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